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Présentation des suites et récurrence.

Exercice 1

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 7,

n! > 3"
n!
2. En déduire la limite de la suite | ——
2 neN
Exercice 2
On définit les suites (un),cy €t (Vn),cy PAT
Uug = 2 Vo = -1
Up, + Up
Untl = —o—
et pour tout entier naturel n,
Up+1 + Up
Untl = o

1. Calculer les valeurs exactes de w1, v1, ug et vs.

2. On pose pour tout entier naturel n,
Wy = Up — Up
(a) Vérifier que (wp), ¢y est une suite géométrique dont on précisera le premier terme wy et la
raison q.
(b) Exprimer w,, en fonction de n.

(c) Justifier que la suite (wy,), oy est convergente et calculer sa limite.
3. Démontrer que la suite (u,), est décroissante et que la suite (vy), o est croissante.

4. On pose pour tout entier naturel n,
tn = up + 20,

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, t, = 0.

5. (a) Déduire des questions 2(b) et 4, les formules explicites de u,, et v, en fonction de n.

(b) Déterminer les limites des suites (un),cy €t (Un),en

6. (a) Calculer en fonction de n la somme S, = Z ug
k=0
(b) Déterminer

lim S,
n—---+o00o
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Exercice 3
On considére la suite (uy,)nen définie par :
ug = —1, uy = 1
1
VneN,  Uppo =upyr — 1l

1. Calculer us, uz, uq et us en donnant chaque résultat sous forme de fraction irréductible.
2. On définit les suites (an)nen €t (bn)nen par :

1
U = Unt1 = 5 Un et b, =2"u,

(a) Montrer que (an)nen est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme ag.
Exprimer a, en fonction de n.

(b) Montrer que (b,)nen est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le premier
terme byg.
Exprimer b, en fonction de n.

(¢) En déduire I'expression de u,, en fonction de n.

3. (a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 2,

o)

n
(b) Déterminer la limite de on lorsque n tend vers 400, puis la limite de la suite (uy)pen

Exercice 4

On considére la fonction f définie sur R par  f(z) = = — 2
La courbe représentative de la fonction f est donnée ci-dessous :

0.5]
0.25
0 1
0.5
Cs
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On définit la suite (up)nen par

1.

2.

3.

4.

d.

1
uo:§ et VneN, unJrl:Un_u?L:f(un)

(a) Sans effectuer de calcul, placer sur la figure, les points de 'axe (Oz) ayant pour abscisses
respectives ug, uy, uo, usg et ug

(b) Calculer les valeurs exactes de uj et us.

(c¢) En utilisant la calculatrice, proposer des valeurs décimales approchées a 1073 prés de upg et
U20-

Etudier la monotonie de la suite (uy)nen

1 1
f<p><p+1

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 1,

Prouver que pour tout entier p > 1,

1

0< <
= Unp n+1

1
On pourra utiliser la croissance de f sur [O, 2]

En déduire que la suite (uy)nen est convergente et donner sa limite.

num-1
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Exercice 5 (corrigé)

1. (a) On trace la droite d d’équation y = x (appelée parfois «droite d’échange» )

%
0.25|

u u
0 4 u3 1 05

Cy

1 1 1 3
b = — et = - — — = —
(b) w =g etuz=7-95=15
(¢) u1p ~ 0,069 & 10~3 prés par défaut.

ug0 ~ 0,040 & 1073 pres par défaut.

2. Soit n € N. Alors u, 1 — %, = —u’> est un nombre négatif.
Donc Vn € N, upt1 < uy, ce qui signifie que la suite ’ (Un)nen est décroissante‘

1y 1 1 p—1
3. Soit p € N*. f<>— i

v) b PP
—1 1 —1 1) — —1
or 2 5 — = (p g(p+ )= p == est négatif car p?(p+ 1) > 0
p 1p+11 p*(p+1) p§p+1)
Donc p—2 < c.a.d. f/p) < —
D p+1 p+1
4. o I d t est vérifié 1 ffet 1‘50<1< !
. e L’encadrement est vérifié au rang 1 : en effet uy = ~ e - < —
& I

1
Soit k € N*. S 0<u, < ——
® 501 upposons que U < uyp < E 1

Montrons alors sous cette hypothése que I’encadrement est vrai au rang k + 1.

1 1
D’apres 'hypothése de récurrence, 0 < up < —— < —car k+1>2

T k+17 2
: 1 1
f étant croissante sur [O; 2}, FO) < flug) < f (k:—l—l)
1 1
"apres 2. < = —
Ordapres2,f(k+1>_(k+1)+1, f(0)=0 et flug)=ugs1
1

D 0< < —
onc _uk+1_k+2

e Conclusion : selon le principe de récurrence, on peut affirmer que

1
0<u, < ) pour tout entier n supérieur a 1.
n

5. En appliquant le théoréme des gendarmes, on obtient : 11111 Up =07
n—-+0oo
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